Enseignement

Comparaison

entre un systéme classique
et un systéme quantique

a n degrés de liberté :
modes normaux de vibration
d’une corde plombée

et orbitales moléculaires
d’un polyéne linéaire
Application a une obtention intuitive
de la relation de Coulson

concernant les coefficients atomiques
des orbitales moléculaires ©

par Jean-Marie Capon, Paul Blaise
et Olivier Henri-Rousseau

(Institut des Sciences Exactes, Université d’Oran Es-Sénia,
Algérie)

Introduction

La théorie des orbitales moléculaires (OM) joue un réle de plus en
plus important dans certains domaines de la chimie organique (1),
notamment dans le cas des réactions dont on disait, il y a quelques
années encore, qu'elles étaient « sans mécanisme ».

Dans les ouvrages (2) de chimie organique qui traitent des OM =,
les polyénes linéaires occupent une place privilégiée car ce sont eux
qui ont les OM r les plus simples. Ces OM & sont le plus souvent
traitées par la méthode de Hiickel (3). Leur détermination suppose
alors le développement d'un déterminant ou la diagonalisation
d’une matrice. Toutefois, dans le cadre de certaines approxima-
tions, on peut arriver a des expressions analytiques pour les
¢énergies et les coefficients atomiques des OM «, qui sont les
formules de Coulson (4). L’ennui est que la dérivation par Coulson
de ces formules est compliquée. Aussi, ces formules sont tout
simplement données dans les ouvrages de chimie organique sans
démonstration, ni justification; il est alors difficile, pour le non-
initié, de percevoir le lien profond qui existe entre la méthode de
Hiickel et les formules de Coulson.

L’objet de cet exposé, qui se veut didactique, est de dégager ce lien,
de maniére intuitive, en utilisant ’'analogie qui existe au niveau des
équations entre les OM n d’un polyéne linéaire ayant'n atomes de
carbone, et les modes normaux de vibration d’une corde plombée
comportant n plomb.

1. Rappel concernant la méthode de Hiickel
appliquée aux polyénes linéaires conjugués

Considérons un polyéne linéaire conjugué comprenant n/2 doubles
liaisons conjuguées.

L'actualité chimique - Septembre 1981 33



Méthode de Hiickel
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Corde plombée

Systéme a n degrés de liberté

Lénergie E des OM 7, \s,, peut &tre calculée a I'aide de I'équation

J;l/iﬁ\l/i dt
——— =E
J“V."Vi dt

ol H est 'hamiltonien.
Dans le cadre de la méthode LCAOQ, on choisit pour les OM y; des
combinaisons linéaires des orbitales atomiques (OA) 2pz @,

v = Z Cipx

M

ou k=12, ...,n (1)

L’énergic des OM = est liée a la détermination des coefficients C,.
On utilise, pour cela, la méthode des variations qui consiste a
considérer I’énergie des OM n comme étant une fonction de ces
coefficients, et a minimiser 1’énergie par rapport a ces derniers. On
est ainsi conduit a écrire n équations du type :

OE
— =0 avec k=1,2, ..., n (I1D)
oC,
C,(« — E) + C,B + 0 + 0
C.B + Cyla—E) + C,B + 0
0 + C,pB + Cy(@—E) 4+ C,B
0 + 0 + 0 + 0
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Particule dans un puits
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Corde vibrante

Systéme continu

Le développement des OM V; selon les OA ¢, conduit 4 exprimer
énergie de 'équation I en fonction de termes du type :

B = J‘Piﬁ(Pk dr et % = J‘Piﬁq’i dr

Dans le cas d’un polyéne, tous les termes du premier type sont
égaux puisqu’ils font intervenir des atomes de méme nature.

Dans le cadre de la méthode de Hiickel, les interactions entre OA
appartenant 4 des atomes de carbone non adjacents sont négligées
et I'on fait 'approximation qui consiste a prendre la méme énergie
d'interaction pour les simples et pour les doubles liaisons. Dans ces
conditions, tous les termes d’interaction P, restant sont égaux.

Enfin, on fait lapproximation de négliger les intégrales de
recouvrement.

L'application de la condition III, conduit alors aux équations
séculaires suivantes :

+ .. + 0 = 0
+ L EEm + 0 = 0
. + 0 - 0 (Ivi
+ C,_.B + CJfa—E = 0



Ces équations peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante :

1 c, « B 0 0 0 0
1 C, B o B 0 0 0 0
—E +
1| |c,, 0 0 0 B B
i |c, 0 0 0 0 B o

Cette derniére équation n’est autre que I’équation de Schrédinger
—Ey+Hy =0

écrite en utilisant pour base les OA 2pz des atomes de carbone. La
détermination de I’énergie et des coefficients des OM & peut se faire
de maniéres différentes.

I1 est d’abord possible de développer le déterminant formé a partir
des équations séculaires IV, ce qui conduit & une équation au n-
ieme degré dont les n racines, qui sont réelles, donnent les niveaux
d’énergie.

L’utilisation des racines dans les équations permet de calculer
les C;.

D’autre part, il est possible de réaliser la diagonalisation de la
matrice intervenant dans lapplication linéaire V. Les valeurs
propres de la matrice donnent alors les niveaux d’énergie, tandis

c, 0
C, 0
: = |: V)
C,_, 0
C 0

que les n vecteurs propres obtenus donnent les # jeux de valeurs des

Cy On peut, enfin, utiliser directement les formules de
Coulson (4) :
in
E; = o + 2B cos <—>
n+ 1
. ink
Cy=Cstesin [— |, ouk=1,2, ..., n
n+ 1

L’obtention rigoureuse de ces solutions est délicate ; dans la suite
de cet exposé, nous allons montrer comment il est possible de les
retrouver, intuitivement, en utilisant 'analogie qui existe entre les
OM = dans les polyénes et les modes normaux de vibration d’une
corde plombée.

2. Rappels concernant la détermination des modes normaux de vibration
d’une corde plombée par la méthode de Lagrange

Considérons une corde plombée dont la tension T est maintenue
constante, qui porte n plombs de masse m séparés par des distances
égales I, et dont les extrémités sont fixées de telle sorte que sa
longueur totale soit (n + 1)/ = L

Figure 1

Si 6 et 8, sont petits,

ltg 0f ~1tg 6, ~1

[ sin §f =~ Ok = Yeer)s I sin B >~ (y, — yiyy)
2T T
C1<7—m2> + Cl(——> + 0 + ...
Im Im
T 2T T
Cil-— Cl— -0 + G4 - — +
Im Im Im
0 + 0 + 0 +
0 + 0 + 0 +

L’équation dynamique (5) du mouvement de la masse k est donnée
par :

d*y, . . . _

m—-~ ~ — T (sin 6, + sin 6,)
dr*

Dans lapproximation des petites oscillations, on peut écrire :
d?y, T

m dr? == T [ = Ye—1) + Ok — Yie)] (VD)

Un mode normal de vibration se caractérise évidemment par la
relation

Y = C, cos (ot + ¢) (VII)

d2
En remplagant, dans I’équation VI, F};k par sa valeur, tirée de

I’équation VII, on est alors conduit aux équations séculaires
suivantes :

+ 0 + 0 + 0 =0

+ 0 + 0 + 0 =0
T 2T T

+ C,,_2<— —) + C,,_1<——m2> + C,,(——) =0
Im Im Im

|
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Ces équations peuvent étre réécrites sous forme matricielle :

[ o [ 2T T
| C, — == 0
Im Im
T 2T T
| C, —— — ——
Im Im Im
1 C,_, 0 0 0
IJ C, 0 0 0

Considérons maintenant le cas ou le nombre de plombs n de la
corde devient trés grand; on obtient alors une corde pesante
continue. Dans ces conditions, 'intervalle, /, qui devient de plus en
plus petit, peut étre appelé 8x. L’é¢quation du mouvement de la
masse k devient alors :

ﬂ L I [(y(k-Fl) - - Y(k—l)):[
Az m &  bx

soit :

), G

2 m L\sx/,,, \ox/,

Or, quand ox tend vers zéro, le second terme de cette derniére
équation n’est autre que :

T (d*

— (—{) dx

m \dx
m T

Or, le rapport I est la densité linéaire de masse p. Cette remarque
X

conduit a I'équation bien connue :

T <ﬂ> a A
p \dx? de?

0 0 0 C, 0
0 0 0 C, 0
= (VIII)
T 2T T
= — — C, 0
Im Im Im
T 2T
0 — — C, 0
Im Im 1 L i I

En tenant compte des conditions aux limites qui sont y,, = 0 et
¥y = 0, les solutions de cette équation sont du type :

Yy = Cix cos (ot + o),
et les C;, obéissent a la relation :

inx
Cix =C,; sin (T)’ ot xe[0, L] (IX)

Revenons maintenant 4 la corde plombée. Il est tentant de
chercher, pour les C,, des solutions du type :

C C s <ind>
iw = & sin L

dans lesquelles la variable d ne peut plus prendre que des valeurs
qui sont des multiples entiers de I'intervalle l :d = 1,21, ..., nl. La
relation (n + 1)) = L conduit a :

)

On peut prouver que ces solutions, toutes intuitives et dont on
comprend l'origine physique, sont les bonnes.

ink
+1

Cy = C; sin ( X)

n

3. Analogie entre les modes normaux de vibration de la corde plombée

et les OM 7 des polyénes linéaires

Nous allons voir, maintenant, qu’il y a une profonde analogie entre
les modes propres de la corde plombée et les OMn des polyénes
linéaires.

Considérons les équations linéaires V et VIII. Les deux matrices
qui interviennent dans les deux équations, ont, pour une dimension
donnée, des structures trés voisines.

En effet, divisons dans la premiére matrice tous les éléments non
nuls par — T/Im et tous les ¢léments non nuls de la seconde matrice
par B; on obtient dans les deux cas une équation du type :

1 C, a 1 0 0 0 0
1 c, 1 a 1 0 0 0
A e - ey e
1] |c,_, 0 0 0 1 a 1
1| |c, 0 0 0 0 1 a
Dans cette équation matricielle, on a A= —o? ImT ' et a= -2

dans le cas de la corde plombée, et A = E/B et a = /B dans le cas
du polyéne. Remarquons qu’il y a une petite différence au niveau
des éléments diagonaux. En effet, dans le cas de la corde plombée
les éléments non diagonaux sont égaux au signe prés a la moitié des
¢léments diagonaux, tandis qu’il n’y a aucune relation simple entre
les ¢éléments non diagonaux et éléments diagonaux dans le cas du
polyéne linéaire. Mais, comme il est connu qu’'on ne change rien
aux vecteurs propres d’une matrice lorsqu’on ajoute ou retranche
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une méme quantité a chacun des éléments diagonaux, il en résulte
que les matrices associées aux deux problémes admettent les
mémes vecteurs propres.

Par ailleurs, comme dans le cas de la corde plombée, la relation X
permet d’exprimer les composantes C; des vecteurs propres, en
fonction de la position des plombs sur la corde, on peut prévoir
que cette relation est également susceptible de rendre compte des
valeurs des coefficients C;, des OM n des polyénes correspondants.

Or, dans ce cas, cette relation n’est autre que la relation de
Coulson. Il est bon de remarquer ici que l'on rencontre des
relations identiques a celles de Coulson lorsqu’on s’intéresse au
mouvement d’un électron dans un cristal monodimensionnel (6).
Cela n’a rien d’étonnant puisqu’un cristal monodimensionnel est
tout & fait analogue a un polyéne linéaire étudié dans le cadre de
l’approximation de Hiickel.

Donc, en passant de I’équation X a I'équation IX en faisant tendre
vers l'infini le nombre de degrés de liberté du systéme de la corde



plombée, il devrait en aller de méme dans le cas du polyéne linéaire. h? 42 I .
Or, dans ce dernier cas, 'équation IX n’est autre que la solution de — —— | est I'opérateur énergie cinétique de la particule dans un

2
I'équation de Schrédinger d’une particule dans un puits de p%l?t'sdc)lce potentiel.

potentiel :
2 g2 1l faut souligner que s’il y a une relation stricte entre le coefficient
— EC, + — I:_ ‘2] . =0 C, de I'OA @, dans I'OM ¥, et Pamplitude C;, du mouvement de la
2m dx masse k dans le mode o, il n’en est pas de méme pour ce qui est de
ou C, =0 pour x=0; C, =0 pour x =L I’énergie E; de 'OM y; et de la fréquence angulaire ©; du mode o,

4. Une approche intuitive des OM n des polyénes linéaires

Compte tenu de I'analogie entre les modes normaux de la corde

plombée et les OM n des polyénes correspondants, il peut étre ; i 5
intéressant de retrouver rapidement les valeurs relatives des g-*—‘-’*‘*-:_:___f "ﬂ.*;--""" = F 5—8—8—9—5%

coeflicients atomiques dans les OM m sans avoir a utiliser la
formule de Coulson.

= e ® 7T < sl oI o O R e

- p NS 8_8_8% r - = &FEOH 58w

ys : 0,288 — 0,500 0,576 — 0,500 — 0,288
Y, : 0,500 — 0,500 0,000 0,500 — 0,500

Yy : 0,500 — 0,707 0,500 Yy : 0,576 0,000 — 0,576 0,000 0,576

v, ;0,707 0 - 0,707 VY, 1 0,500 0,500 0,000 - 0,500 — 0,500

v, : 0,500 0,707 0,500 V, : 0,288 0,500 0,576 0,500 0,288
Figure 2a Figure 2¢

g;.;:_-'}‘!\b___: ’_//'_'“::‘5-;_1:iﬁ 5_9_&43 w| [F= st 138 gt

T e 8 R g
i'“.‘_.E 8_8_8_8 v, f"’/_*_ﬂ:* =g 5—8—8—8—8_3 2

Ve 1 0,232 — 0,418 0,521 - 0,521 0418 — 0,232
ys : 0,418 — 0,521 0,232 0,232 - 0,521 0,418

v, : 0,371 — 0,600 0,600 - 0,371 Y, : 0,521 — 0,232 - 0,418 0,418 0,232 - 0,521

¥y @ 0,600 — 0,371 - 0,371 0,600 vy o 0,521 0,232 - 0,418 - 0,418 0,232 0,521

Y, : 0,600 0,371 - 0,371 - 0,600 y, : 0,418 0,521 0,232 - 0,232 - 0,521 - 0,418

Y, 0,371 0,600 0,600 0,371 Y, o 0,232 0,418 0,521 0,521 0,418 0,232
Figure 2b Figure 2d
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Pour un polyéne comprenant n atomes de carbone, on pourra
procéder ainsi :

e tracer les n premiéres ondes stationnaires d’une corde vibrante,
e placer les n plombs sur la corde & I’équilibre,

o repérer Pamplitude du mouvement des plombs dans les n modes
en plagant les plombs sur la sinusoide précédemment tracée,

e transposer les résultats obtenus aux polyénes correspondants.

Les figures 2 illustrent cela dans le cas de polyénes comprenant 3,4, 5
et 6 OA 2pz conjuguées.

Cette approche peut paraitre faire double emploi avec la formule
de Coulson. Elle présente cependant l'avantage de pouvoir

Conclusion

Au terme de cet exposé, il apparait que, de méme que ’on passe en
mécanique classique de la corde plombée a la corde vibrante en
augmentant indéfiniment le nombre de degrés de liberté du
systéme, de méme ’on passe, en chimie quantique, de la méthode
de Hickel au modéle de Iélectron libre en augmentant
indéfiniment le nombre d’OA de base du polyéne.

Cette analogie permet de voir intuitivement comment les propriétés
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« Mécanique Quantique » bilingue, Addison

Communiqués

Colloque « Audio-visuel et formation des Maitres »

Le troisiéme colloque « Audio-visuel et formation des Maitres »,
organisé par le Groupe ReCoDic « Formation des Maitres », avec
la participation de la Division Enseignement de la Société Chimi-
que de France, aura lieu le mardi 29 septembre 1981, a2 Rennes.
Le colloque sera axé plus précisément sur lutilisation des
productions audio-visuelles dans la formation permanente des
Maitres scientifiques.

Une partic de la journée sera consacrée au visionnement de
documents (Films, diapositives, transparents,...) réalisés et utilisés
dans le cadre d’une action de formation permanente, suivi d’une
discussion sur leur utilisation.

L’aprés-midi, des groupes de travail seront constitués pour tenter

de définir des critéres permettant d’évaluer I'impact d’un document
audio-visuel sur lauditoire concerné (Maitres, éléves,.). Ces
critéres doivent permettre d’analyser les documents produits et, a
partir de 13, construire une fiche ou I'utilisateur potentiel serait
susceptible de trouver divers renseignements, en particulier, les
objectifs ayant servi de base a la réalisation du document, et
surtout lévaluation du document.

Pour tous renseignements complémentaires, s’adresser & Mme
Daniéle Cros, Laboratoire des interactions moléculaires, Université
des Sciences et Techniques du Languedoc, Place Eugéne-Bataillon,
34060 Montpellier Cedex.

Actes du colloque « Vidéoscopie et formation des Maitres »

Les actes du colloque audio-visuel : « Vidéoscopie et formation des
Maitres », organis¢é par ReCoDic (Montpellier, juin 1979), et le
fascicule « Enseignement expérimental de la chimie dans le Premier
Cycle universitaire » tiré des Journées organisées par la Division
Enseignement de la Société Chimique de France (Montpellier, mai

1980) sont actuellement disponibles a I’adresse suivante : Mme
Daniéle Cros, Laboratoire des interactions moléculaires, Université
des Sciences et Techniques du Languedoc, Place Eugéne-Bataillon,
34060 Montpellier Cedex, contre le paiement de la somme de
10,00 F pour chaque ouvrage.
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