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Liste des symboles utilisés

P : pression

T : température absolue

V : volume

U : énergie interne

o . coefficient de dilatation isobare

B : coefficient de compressibilité isotherme

v : coeflicient de température de la pression 4 volume constant
P, : pression interne

Al

A, -

B ( © constantes expérimentales

c

0 : angle formé par la tangente 4 la courbe y ™! = h(V) en un point

d’abscisse V' avec l'axe des V
b(V') : intersection de la tangente précédente avec 'axe des V
B(V’) : fonction égale a (Rtg9) !

Introduction

Il existe un fossé non-comblé entre I'étude théorique de I’état
liquide a partir de la fonction de distribution entre paires g(r) (qui
est la probabilit¢ de trouver une molécule a la distance r d’une
premiérg molécule prise comme référence) et I'application de ces
théories aux liquides réels. L’origine de ce fossé est la suivante : le
calcul théorique de g(r), probléme en tout état de cause fort difficile,
nécessite une connaissance précise du potenticl d’interaction
moléculaire u(r). Or, ce dernier n’est pas, en général, connu de
maniére précise, méme pour des liquides aussi simples que I'argon.
Aussi, le calcul de g(r) n’est effectivement possible que pour des
liquides «idéaux », tel le liquide formé de sphéres dures sans
interactions. Pour ce dernier, on sait calculer g(r), en accord parfait
avec les résultats de calculs-machine utilisant la méthode de
dynamique moléculaire ou une méthode de Monte Carlo.

En attendant donc que l'on soit en mesure (si cela est jamais
possible) de déterminer expérimentalement u(r) et par 1a g(r) avec
précision pour tout liquide, auquel cas on sera enfin en mesure de
prévoir théoriquement le comportement des liquides réels, la
considération des différentes équations d’état empiriques ou semi-
empiriques proposées par le passé pour décrire I'état liquide
conserve son intérét. Parmi ces équations, qui comprennent les
relations de compressibilité isotherme, certaines datent de plus d’'un
siécle. (Exemple : ’équation de Van der Waals.) Ce n’est cependant
que trés récemment que I'on s’est apercu que les plus utilisées de ces
équations dérivent toutes plus ou moins directement de I’¢quation
d’état dite « thermodynamique », qui s’écrit :

P = T(P/0T)y — (dU/V)y = Ty — P, o

et a laquelle nous nous référons par la suite par I'abréviation EET.




Cette relation est de validité générale pour toute phase matérielle,
quelle que soit sa nature. P, V, et T ont leur signification usuelle, U
est Pénergie interne ; (OP/dT)y, souvent aussi noté par le symbole v,
est le coeflicient de température de la pression (le « thermal
pressure coefficient » des auteurs anglo-saxons). On a ¥ = o/ ou
o = (1/V)(@V/dT)p est le coefficient dexpansion isobare et
B= —(1/V)(0V/oP); est le coefficient de compressibilité
isotherme. (dU/0V); est la « pression interne » du liquide et est
souvent représentée par le symbole P;.

Récemment, Lambiliotte et Orszagh (1) ont montré que I’équation
de Tamann-Tait (ou équation « dite de Tait »),

Ve —V B+ P
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proposé par Tamann, en 1895 (2), dérive de I'équation I. Dans cette
équation, établie pour décrire la compression isotherme des
liquides, V° est le volume & pression nulle (que I'on peut sans
inconvénient prendre égale A la pression atmosphérique) et C et B
des constantes qui doivent étre déterminées a chaque température
expérimentalement.

Il ne faut pas confondre I'équation II avec I’équation de Tait
proprement dite, proposée par ce dernjer en 1888 et qui s’écrit (3) :

VeV AP
Vo A, + P

(III)

ol A, et A, sont des constantes. On peut montrer que le
développement, au deuxieme ordre, des relations II et III conduit &
des expressions équivalentes, ce qui explique que I'on puisse utiliser
Pune comme l'autre pour décrire la compression isotherme des
liquides.

En partant de PEET, moyennant les approximations V =~ V¢ et
P; » P°, Lambiliotte et Orszagh démontrent toute une série de
relations fort intéressantes. La relation fondamentale obtenue est :
BV(P; + P) = BoVoPp = Ct (1v)
ou lindice ° indique que le paramétre correspondant est pris a

pression nulle (~ pression atmosphérique). La relation IV est une
équation d’état d’une simplicité trés séduisante.

Dans ce qui suit, nous examinons d’abord, de maniére plus précise
que ne lont fait les auteurs cités précédemment, I'approximation
qui permet d’obtenir II & partir de I'EET 1. Nous montrons que la

relation IV est une conséquence directe de Plapproximation
introduite, sans avoir a passer par la relation II de Tamann-Tait.
Le domaine de validité de 'approximation introduite est étudié
expérimentalement, ce qui délimite du méme coup les domaines de
validité des équations 1I (de Tamann-Tait) et IV (de Lambiliotte-
Orszagh).

Par ailleurs, ’équation de Van der Waals, et par suite les équations
qui en dérivent, telle I'équation trés utilisée en pratique de Redlich-
Kwong (4) dérivent aussi de 'EET. (Voir la deuxi¢me partie de ce
travail) On en conclut que les différentes équations d’état
empiriques proposées pour [état liquide sont toutes des
approximations diverses de PEET. Dans ces conditions, le terme
méme « d’équations empiriques » apparait inadéquat et pourrait
étre avantageusement remplacé par le terme plus long mais plus
judicieux de «approximations de I'EET ».

Dans la deuxiéme partie de larticle, nous procédons & une
décomposition exacte de I. On obtient ainsi une forme équivalente
a I'EET et qui a la forme de I'équation de Van der Waals. La
décomposition introduite ne permet pas d’évaluer directement le
terme de pression interne (U/0V)y directement ; cependant, la dite
décomposition implique la connaissance expérimentale du
coefficient y = (0P/0T)y et le terme de pression interne en résulte a
partir de I. Du point de vue pratique, la décomposition proposée
peut n'avoir qu'un intérét limité, mais, vu qu’il sagit d'une
équation rigoureuse, elle pourrait permettre d’interpréter les
déficiences de Iéquation de Van der Waals au voisinage des
conditions critiques. D’autres applications pourraient apparaitre
ultérieurement.

Faisons la remarque suivante pour clore cette introduction : I'étude
de Iétat liquide a partir de la fonction de distribution g(r) entre
paires de molécules se fait soit a partir de ’équation du viriel, soit a
partir de 'équation de compressibilité ; dans les deux cas, en vue de
l'application pratique a un liquide réel de ces équations, il est
indispensable de connaitre avec une bonne précision le potentiel
intermoléculaire u(r). Comme nous I'avons déja signalé, il s’agit 1a
d’un probléme qui n’est pas résolu de maniére satisfaisante. Par
ailleurs, I'approche de I’état liquide & partir de TEET implique une
connaissance précise du coefficient y = (0P/0T)y. Les mesures
directes de ce coefficient ne sont ni trés nombreuses ni trés précises
et certaines d’entre elles, effectuées par J. H. Hildebrand (5), datent
de plus d’un demi-siécle. On se heurte donc, en pratique, au méme
probléme que précédemment : impossibilité de connaitre avec une
précision suffisante le paramétre de base. Cest pourquoi les
équations d’état empiriques (mieux : approchées) de ’état liquide, y
compris I'équation IV, trés récemment proposée, conservent tout
leur intérét.

Premiére partie : obtention des équations de compressibilité a partir de 'EET.

1. Obtention des équations de Tamann-Tait
et Lambiliotte-Orszagh

A partir de T et de la définition du coefficient de compressibilité
isotherme p = — (1/V)(@V/OP)1, on obtient aisément :

), -

Faisons I'approximation qui consiste a poser V = V° o = a° et
P, = Py, l'indice signifiant que I'on prend le paramétre concerné a
la pression nulle assimilable, a la pression

aVT
P,+P

V)

en pratique, a
atmosphérique. Si cette approximation est valable, il faudrait que
(0P/dV)y = (BV)~?, calculé en faisant la dite approximation, soit
scnsiblement ¢gal 4 la valeur exacte calculée a partir de V. En
inversant la relation V, ceci revient a dire qu’il faudrait que :

(ap) P,+P P+P
T

~ = (V)
av aVT  a*VeT

Or, d’aprés ’'EET :
P+P=Ty (I) e Pp=Ty° (I

En reportant I et I' dans VI, on obtient :

aglh p
LA
oV a'Vo o a'VeT
ou encore :
1 1 P
— (@P/OV)r = - = (Iv)

= 4 ——
BV~ Bove | PePpVe

puisque (y/a) = P71, (y°/a®) = Bo~! et, daprés I', a°T = BoP?.
La relation IV’ s’écrit encore :
Bevery = BV(P? + P) (Iv)
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qui est la forme de I'équation d’état pour les liquides donnée par
Lambiliotte et Orszagh (1).

L’approximation VI sera valable si d’aprés IV’ (BV)™! est
linéaire en P. Nous examinons expérimentalement ce point dans le
paragraphe suivant. Montrons ici que VI, qui implique IV,
implique aussi la relation II de Tamann-Tait.

En effet, 4 partir de VI on obtient :

J"dV J‘P dP
—| m==aT
ve VO o PP+ P

ol, ce qui est sans conséquence, on peut intégrer, par rapport a la
pression, de la pression nulle a la pression P. Il résulte de VII que

(VII)

Ve -V P4 P
= o°T Log
Ve Py

i

(Im

qui est la relation de Tamann-Tait, si Pon procéde aux
identifications a°T = C et P? = B, identifications déja proposées
par Lambiliotte et Orszagh. Ces identifications éclairent du méme
coup la signification physique des constantes B et C : B n’est autre
chose que la pression interne dans le liquide a la pression
atmosphérique et C est le produit du coefficient d’expansion a la
pression atmosphérique et la température considérée par la
température absolue (d’ou possibilité théorique de prévoir la
variation de C avec la température).

2, Vérification expérimentale de Papproximation VI

Une telle vérification est évidemment essentielle. Le domaine de
pressions ou VI est valable définit du méme coup le domaine de
validité des relations II de Tamann-Tait et IV de Lambiliotte-
Orszagh.

Sur la figure 1, nous avons porté (V)™ ! en fonction de P pour
I’éther, l’alcool éthylique et le sulfure de carbone, d’aprés les
mesures de compressibilité d’Amagat (6). Ces mesures, déja fort
anciennes, conservent une bonne réputation d’exactitude méme
selon les normes actuelles(7). On ne peut jusqu’a 3 kbar mettre en
¢vidence une courbure systématique du diagramme pour ['un
quelconque des liquides cités plus haut. Sur la figure 2, on a tracé le
méme diagramme jusqu’a 6 kbar pour ’eau, d’aprés les mesures de
Bridgman (8). La encore, on ne peut mettre en évidence quelque
déviation systématique d’une droite. Ce résultat, plut6t inattendu,
permet d’affirmer que la relation IV (ainsi du reste que la relation
IT) est valable pour les liquides usuels jusqua 3 kbar au moins, et
pour l'eau jusqu'a 6 kbar. Il est a espérer que d’autres chercheurs
viendront compléter les présentes recherches sur cette intéressante
question.

La pente de la droite (BV)™' = f(P) permet de déterminer la
pression interne PP a la pression atmosphérique et son intersection
avec l'axe (BV) ™!, la compressibilité isotherme & pression nulle, Les
résultats sont donnés dans le tableau qui suit :

(BV)"x 0°° (atm.cm™2)
40 x

30— M

L 4 i 6.-1,/"

2,0 -——— o Ether
e X Alcool ethylique
M ’,-~"’ /"/‘{ o Sulfure de carbone
J‘/‘/
10 = (p
P(atm)
i S——— | 1 1
500 1000 1500 2000 2500

Figure 1. Diagrammes de (BV)"! out B est la
compressibilité isotherme et V le volume en fonction de
la pression P pour I'éther éthylique, I'alcool éthylique et
le sulfure de carbone, d’aprés les données de P, V, T
d’Amagat (6). Température aux environs de 20 °C (voir
tableau 1).

(pV)'leO_S(alm-:m's) . -
.t"-’
401 ‘//’
)//V.
=
-
30 _
- %
/,-J-
° _,»-/‘-
-
2,0}
P(atm)
L (— ' | i 1
1000 2000 3000 4000 5000

Figure 2. Diagramme de (BV) ™! en fonction de P pour
I'eau, d’aprés les résultats de Bridgman (8), a 20 °C.

Les valeurs admises des compressibilités sont celles du Handbook
of Chemistry and Physics (9). Au sujet de ce tableau, on peut faire
les remarques suivantes : la mesure de la compressibilité isotherme
a pression nulle est délicate (10) et il n’est pas rare de trouver dans
la littérature des valeurs qui s’écartent de 5 %, ou plus. Par rapport

Tableau 1
Température B x 10! B x 10t -
Liquide peratu 5 & (cm? x dyne™ 1) Ecart, %, Py (bar)
(°C) {cm? x dyne ') i
(Handbook, 20 °C)

Ether éthylique. .......ovveurnrrnn... 19,8 16,98 18,65 - 98 564
18,44 — 8,6

Alcool éthylique ..................... 19,8 10,85 11,19 - 31 925
10,98 -03

Sulfure de carbone .................. 19,3 8,58 9,26 - 71 1278

Eau......oovviiiiiiiiiiiiiin, 20,4 4,68 4,58 + 21 2710
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aux valeurs de Handbook, 'accord est bon pour ’eau et I'alcool
éthylique ; toutefois, 'extrapolation linéaire conduit & des valeurs
nettements plus basses pour P'éther et le sulfure de carbone. Bien
que ce point nécessite une vérification attentive, il n’est pas exclu
que les valeurs ici données et obtenues par extrapolation linéaire
soient plus exactes. Ceci suppose bien entendu que les mesures
d’Amagat pour les liquides considérés sont bonnes.

La simplicité avec laquelle on obtient a partir de ’EET la relation
de Tamann-Tait (ainsi du reste que la relation de Lambiliotte-
Orszagh) fait que I'on puisse s’étonner que cette propriété de

Deuxiéme partie : la décomposition exacte

Les relations précédentes ne sont que des approximations
dérivées de 'EET, méme si leur domaine d’application semble assez
étendu. Dans ce qui suit, nous donnons une décomposition exacte
de ’EET, dont il apparait que I'équation de Van der Waals en est
un cas limite. Pour cela, nous tragons le diagramme de
(0T/oP)y = B/a, (I'inverse du coefficient de température de la
pression) en fonction du volume V. Un tel diagramme est donné
sur la figure 3 pour I'argon, du point triple au point critique, en se
plagant le long de la courbe de coexistence du liquide saturé avec
sa vapeur, d’aprés les tables élaborées par Rowlinson (11). D’une
maniére générale, (0T/0P)y est une fonction de deux variables
d’état, par exemple V et T; cependant, du fait que nous nous
sommes placés le long de la courbe du liquide saturé, la donnée de
V définit parfaitement (0T/0P)y qui est donc une fonction du
volume seul f(V). Si I'on porte la tangente a cette courbe f(V) en
un point d’abscisse V', celle-ci coupe I'axe des V en un point b(V’).
L'on a
[V — b(V)]tg 6 = (0T/0P)y (VIII)
ou 0 est I'angle formé par la tangente et 'axe des V et qui dépend
du point V’ considéré. En reportant VIII dans I et en éliminant le
« prime » non nécessaire, on obtient :

T
P=—— —(0U/0V IX
V — b(V)tg b (OU/V)r 1X)
Par ailleurs, on est toujours en droit de poser :
tg 0 : (X)
&Y T RBV)

ou R est la constante des gaz et B(V) une certaine fonction de V. La
relation X n’'est, en fait, qu'une autre fagon d’écrire tg6. En
reportant X dans IX on obtient :

RTB(V)

= ———— — (0U/oV
Vo /oV)r

(X1)

Cette relation se réduit a I'équation de Van der Waals usuelle si
tg (0) = (I/R), B(V) = 1 et que lon pose (3U/dV)y = a/VZ.

Le diagramme 4 donne I'allure générale des fonctions b(V) et B(V),
obtenue a partir du diagramme 3. b(V) est une fonction
réguliérement croissante du volume qui tend vers une limite
supérieure ; B(V) est une fonction régulierement décroissante du
volume qui semble tendre vers un au voisinage du point critique
(12a).

La relation XI, conséquence directe de ’EET, est une équation
d’état générale de toute phase matérielle, quelle que soit sa nature.
Toutefois, son utilisation pratique dépend de la connaissance
explicite des fonctions b(V), B(V) et P, = (0U/dV);. Le long d’une
isotherme, ces fonctions ne dépendent que du seul volume. Le long
d’un trajet quelconque dans le plan P, V, ces fonctions dépendent
en général de V et T. Toutelois, comme la donnée de V définit aussi
T, on peut encore considérer que, quel que soit le trajet, les
fonctions plus haut sont parfaitement définies par la donnée du seul

I’équation n’ait pas été mise en évidence plus tot, alors qu’elle a été
proposée depuis plus de 80 ans et qu’elle a été constamment utilisée
depuis. La réponse a cette question est qu’il était a priori loin d’étre
évident qu'en remplagant dans I, V par V°, o par a® et P; par P?
I’on obtiendrait ainsi une approximation valable pour les liquides.
Lorsque Pon passe de la pression atmosphérique a 1000 bar, le
volume des liquides usuels diminue d’environ 7 %,. Quant au
coefficient de dilatation isotherme, il diminue pour la méme
pression d'environ moitié. L'approximation définie par VI était
donc parfaitement imprévisible.

de 'EET

(3T/aP), teg atm™ x10*'

V{cm?3)
80

I
60

Figure 3. Diagramme de y~' = (0T/0P)y en fonction
de V pour I'argon, d’aprés les données de Rowlinson (11).

b (V)| B(V)
cm3 l

}

3012

30 40 50 60

Figure 4. Allure approximative des fonctions b(V) et
B(V) le long de la courbe du liquide saturé pour I'argon,
obtenue a partir du diagramme de la figure 3.

volume et la construction tangentielle de la figure 3 est toujours
valable. Si 'on considére deux trajets différents, par exemple deux
isothermes voisines T, et T,, on peut approcher I’équation d’état
valable sur Plisotherme T, a partir de celle valable le long de
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I'isotherme T,. L'approximation du premier ordre donne, par
exemple (12b) :

RT,B(V.T))

= (XII)
V — b(V.T,)

T
W(V)(7 - T1T2> -/

ol f(V) et w(V) sont des fonctions du volume seul. Le terme en
facteur de w(V) contient une partie de pression cinétique et une
partie de pression interne.

La mécanique statistique, en vue des applications, résoud en
général de maniére satisfaisante les problémes posés par I’état
solide et I’état gazeux. Pour des raisons déja exposées, il n’en est
pas de méme de l’état liquide et c’est pourquoi d’autres approches
peuvent conserver leur intérét. Ainsi, la construction de la figure 3
pourrait permettre d’¢tudier de mani¢ére plus adéquate certains
aspects de I’état liquide. On sait, par exemple, qu’au voisinage du
point critique, P — P, ne varie pas en fonction de V — V_selon la

Conclusion

Le présent article montre, nous I'espérons a ’évidence, I'importance
de I'équation d’état thermodynamique pour I’étude de I’état liquide.
Certaines relations approchées obtenues a partir de cette équation,
par exemple les relations de Tamann-Tait et Lambiliotte Orszagh,
peuvent avoir une importance pratique incontestable. D’un point
de vue plus fondamental, elle peut rendre des services importants
pour une description correcte de I'état liquide, et peut-étre, en
particulier, au voisinage des conditions critiques.
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